Ciéncia e Technologia - Caos e Fractais
1- A SERIE CIENCIA E TECNOLOGIA

No sentido de promover e apoiar o desenvolvimento do conhecimento cientifico e tecnolbgico da R.AE. de Macau — objectivos que estio consignados
nas Linhas de Acglio do Governo — os Correios de Macau t8m vindo a publicar nos Gltimos anos emissiies filatélicas tais como: A Composigio e Estrutura
do DNA, O Modelo Padriio da Fisica de Particulas e A Cosmologia FEXI que nfio 0 obedecem ao tema em cpigrafe, como ainda se podem considerar
subjacentes a um conjunto fundamental de interrogagies, cuja falta de resposta tem atrmentade o pensamento humano desde ha milhares de anos,

Nesta 4" Série, designada por Caos e Fractais, uma vez mais se procura levar aos muitos coleccionadores da Filatelia de Macau, em tode o Mundo,
urn tera de grande actuzlidade, modemnidade ¢ nas fronteiras da ciéneia.

(O texto que se segue nio recome a0 formalismo que carzcteriza a Matemitica, outrossim, procura, através de uma linguagem comum, simples e rigorosa
quanto possivel, transmitir alguns dos aspectos bdsicos e mais populares do tema.

Se apds a sua leitura, ficar um pouco mais curioso & desejar aprofundar o seu conhecimento sobre a Teoria do Caos ¢ a Geometria Fractal, pode-se
dizer ter esta emissdo afingido um dos seus ohjectivos

2-ATEORIA DO CAOS E A GEOMETRIA FRACTAL

Desde as dltimas décadas que o Cans ¢ os Fractais capturam a atengio e o interesse de econornistas, bidlogos, fisices, ste., bem como do piblico em
geral, devido d forma como ambas foram capazes de criar uma nova compreens3o da complexidade da natureza,

Na verdade, a Teoria do Caos e a Geometria Fractal conseguiram alterar & corrigit uma visho bastante limitada ¢ o conceite do mundo que nos rodeia.

A Teoria do Caos descreve o movimento complexo ¢ a dinfmica de sistemas sensiveis. O Caos esfuda a questio da possibilidade, ou ngo, de s¢ efectuarem
previsies precisas, & longo prazo, relativamente & qualquer sistema, caso as condigOes inicials sejam conhecidas com suficiente precisio. A Teoria do Caos
tem uma vanedade de aplicagdes, designadamente, na pr!:ﬂsan meteoroldgica, dos mercados de acgdes, dos estados da mente, etc.

A Geometria Fractal £ uma espéeie de “li " que se utiliza para descrever, modelar e analisar formas complexas, nin-unlfm‘mes € Fugosas, que se
encontram na Natureza. Enquanto os elementos da Geometria Fuclidiana tradicienal sio visiveis, como as linhas, 08 cireulos, os cubos, ete., 08 da Geometria
Fractal sdo invisiveis, como og algornitmos — um conjunto que permite & sua eriacio. Os primeiros estedos relativos i Geometria Fractal foram os trabalhos de
Gaston Julia, to inicio do Século 200 Algumas das suas aplicagdes caem nos campos da Sismologie, Cosmolesia, Compressdo de Imagem, ete,

3-0 QUE E UM FRACTAL?

0 termo Fractal foi crizdo por Benoit Mandelbrot, matematico natural da Poldnia, que disse: “Cunhei a palzvea Fractal, em 1975, do Latim frocins
que descreve uma pedra quebrads — fragmentada ¢ imegular”,
As estruturas hoje designadas por Fractais, como o Conjunto de Cantor, a Curva de Peana ou o Floco de Neve de Koch, ndo s6 eram conhecidas e
exploradas antes de Mandelbro: zssim as designar, como eram também consideradas, naguele tempo, monstros matematicos, aberragies on objectos patoldgicos.
Para criar um Fractal, partimos de uma forma simples e transformame-la, sucessivamente, de acordo com um conjunto de regras, num processo iteeative
O TECUTSivD,
Os Fractais slo formas geométricas bastante complexas que apresentam;
+ Auto-similaridade na sua estrulura — parecem iguais em diferentes graus de magnificagio;
* Resolugao Indefinida — os defalbies sd0 mfinitos; ¢
* Dimensio Fraccionada,

4- A DIMENSAO FRACTAL

Para explicar o conceito de Dimensfio Fractal & necessirio compreender o que significa a Dimensdo. Na Geometria Euclidiana: um ponto nio tem
dimensiio (Hes) — ndo tem comprimento, nem Iargura nem altura; um segmento de linha, lem uma dimens@o — comprimento; uma drea, temn duas dimensies
—comprimento € largura; um volume, tem trés dimensdes — comprimento, largura & altur,

Porque ¢ que um segmente de linha & unidimensional & wma drea bidimensional?

Podemos partir um segmento de linha, que ¢ unidimensional, em 2, 3, 4... ou & fragmentos Auto-similares. Considerando um deles, para obter o
segmento original, devemos amplid-lo com wm Factor de \lazmﬁcacm Tcspct:hvamcutc de2, 3. 4. ouk

O quadrado ji ndo & assim. Podemos decompor um quadrade, que £ bidimensional, em 4, 9, 16... ou ¥ quadradinhos Auto-similares. Censiderando
um deles, para obter o quadrado original, devemos amplia-lo com um Factor de Magmﬂcagﬂo re;peml\.admle de 2,3, 4. ou k. Como Tegra geral, um
gu & ser decomposto em Pquadmdmhns Auto-similares — copias reduzidas dele proprio — , cada um dos quais deve ser amplizde com um Factor

= Magnificaciio &, por forma a se obter o quadlado original.

Como regra geral, para o cubo, gue é tridimensional, e usando o mesmo raciocinio, podemos decompé-lo em &' cubinhos Auto-similares - copias
similares dele préprio —, cada um dos quais deve ser ampliado comt um Factor de Magnificacio k, por forma a s¢ obter o cubo original.

Dos exemplos acima apresentados podemos encentrar uma forma para especificar 2 Dimens#o de um objecto Auto-similar. Tsto &, considerando
uma estrutura Auto-similar, existe uma relago entre o Factor de Magnificagdo & (k = I/r, onde r ¢ 0 Factor de Redugio) e o0 nimero de pegas Auto-
similares » dada pela lei da poténeia:

n=k%=I/r' onded éaDimensio
Aplicando ]n'gamm.ns. 2 log 7
Dimensdo Fractal Ing %

5 - A CURVA DE HILBERT
A Curva de Hilbert foi apresentada pelo matemnitico alemdo David Hilbert (1862-1943). De entre os vérios feitos que realizou, Hilbert ¢ considerado
como o pai da Geometria Axiomatizada e foi o Wuncme em 1900, de 23 problemas matemiticos extraordindrios, cuja solugio propds que a comunidade
matemitica encontrasse, no decorrer do Século
A linha, o plano & o espaco sdo entendidos como tendo, respectivamente, uma, duas & trés dimensiies. A Curva de Hilbert & uma curva com uma
dimensio que preenche um plano ou um espago, isto &, que passa por cada ponto que faga parte de um dado plano ou espago.
Para construir a Curva de Hilbert: [Veja o Selo: Curva de Hilbert, 3071 (6/1)]
- Considere 0 quadrado ponteado que vai preencher com a curva;
2 ]é[)eiwida.?_‘c,m quatro quadrados mais pequenos ¢ ligue os seus centros com trés segmentos de recta para formar a Curva Co, corm a forma invertida
um “T;
- Seguidamente, crie quatro edpias reduzidas pelo factor 44 e coloque-as nos quatro quadrados pequanos, apds ter rodade o quadrado inferior esquerdo
90 a0 sentide dos ponteiros do reldgio e o quadrado inferior direito 90° no sentido inverso a0 dos porteires do reldgio;
- Depois, ligee os pontos inicial e final das quatro curvas com trés segmentos com metade do tamanho anterormente wilizado, para obter a Curva Ci;
- Em seguida, reduza Cr a metade (Y2) & cologue novaments quatro chpias suas hos quatro quadtados pequenos;
- Cumo]aclmu-. rode da mesma forma os quadrados inferiores 90° no sentido dos ponteiros do relégio (o da esquerda) e 90° no sentido inverso (o da
direita);
- Ligue as quatro curvas € com trés segmentos de %4 do tamanho micialmente utilizado, para obter & Curva Cs;
- Cacontém 16 copias de Co, cada com Y do seu tamanho,
O processo pode ser repetido tantas vezes quantas quiser.

6 - A ARVORE FRACTAL
De gcordo com Benoit Mandelbrot & Michael Frame a construgio de uma Arvore Fractal Bindria [Veja o Selo: Arvore Fractal, 5071 (82)) & definida

= niimero de pegas Auto-similares
k = Factor de Magnificagio

recursivamente através de uma ramificacio hindria simétrica, como se segue: "0 tronce de comprimento | & ramificado em dois ramos de comprimento rf, onde r
¢ o Factor de Redugiio, descrevendo cada um éngulo 6 com a direcgio do tronee. Cada ramo seguinte é ramificado sucessivamente usando a mesma regra™,

Por outras palavras, cada um dos deis ramos iniciais € ramificado em dois rames de comprimento £, cada um descrevende um ingulo § com a direcgio
do sen ramo parente. Continuando este processo tantas vezes quantas quiser, @ Arvore é o conjunto dos ramos e seus pontos terminais designados por
pomtas dos ramos. i

Cada rarmo ¢ definido por uma sequéncia de simbolos L (Esquerda) e R (Direita) de acordo com a direcedo tomada ao longo da Arvore para alcangar
a correspondente ponta do ramo.

Uma Arvore Fractal £ definida por trés parimetras:

+ O comprimento  (do tronco];

+ () Engulo @ (entre o tronco & o primeino ramo)

+ A razio r (dos sucessivos comprimentos dos ramos).

7= 0 TRIANGULO DE SIERPINSKI

O Tridngulo ou a “Calafeta” de Sierpinski foi apresentado pelo matemitico polaco Warelaw Sierpinski (1882-1969). Sierpinski, Kuratowski, Banach
e outros, pertenciam # chamada “Escols Pelaca™ e trabalbavam juntos no emergents campo dos “Espagos Abstractos”.

O Tridgngulo de Sierpinski pode construir-se a partir de um tridngulo vermelho situado num plano, ao qual se aplica o seguinte processo repetitive:
[WVeja o Selo: Triingulo de Sierpinski, 3071 (6/3)]

Considere os frés pontos infermédios dos lados do triingulo. Estes pontos conjuntamente com os vértices do tnangulo imicial definem guatre trifingulos
mais pequenos, dos quais se remove o tridngulo central, Aplique o mesmo procedimento aos trés tridngulos remanescentes e repita tantas vezes quantas queira,

O Trifingulo (“Calafeta™) de Sierpinski & o conjunto de pontos do plano que se obtém quande o procedimento acima referido é repetido ad infinitum.
A frea vermelha de um Trigngulo de Sierpinski & zero.

Porque o Trigngulo de Sierpinski & constitido por twés copias de si priprio reduzidas por um factor de ¥2 da sua Dimens3o Fractal € log3/log2=1,585,

8- 0JOGO DO CAOS

A designacio de Jogo do Caos foi estabelecida por Michael Barnsley ¢ o seu resultade & um dos mais interessantes Fractais, tendo em consideragiio
o processo pelo qual é gerado.

0 Jogo de Caes ¢ jogade como em seguida se indica: [Veja o Selo: Joge de Caos, 5071 (6/4)]

- Obtenha wm l4pis, um dado {com as faces numeradas 1, 1,2, 2, 3 & 3} ¢ uma folha de papel;

- Ma folha de papel marque trés pontos designados pelos nimeros 1, 2 € 3, os quais constimem os vértices de um tridngulo {que pede ser rectingulo,

equilitero, isdsceles ou qualguer outro), & um cutro ponto Ze, arbitrariamente escolhido, dentro ou fora do tridngulo, designado por ponto de partida
o “semente”;

= Lance o dado; assuma que o resultado ¢ dois; mova a “semente”™ para o ponto intermédic, entre Za e o vértice 2, designe-o por Zi;

- Lance o dado novamenis; assuma que o resaltado & 1; mova a “semenie” para o ponto intermédio, entre £ ¢ o vénlice 1; designe-o por Z;

- Repita o procedimento anterior tantas vezes quantas desejar,

Uma forma similar ao Trdngulo de Sierpinski emerge gradualmente, o que é surpreendente, visto que o Trigngulo de Sicrpinski é uma estrutura que
representa ordem e previgibilidade. Surpreendentemente, podemos observar que um proeesso aleatirio pode eriar uma forma que é extremamente
organizada ¢ determinista — precisamente o oposto de uma forma aleatéria, o que, eventuzlmente, seria o esperado.

E Deus a jogar o & pura coincidéneia?

9—- A CURVA DE KOCH

A Curva de Koch foi apresentada pelo matemdtico sueco Helge von Koch (1870-1924). Se¢ juntarmos, com rotaghes apropriadas, trés Curvas de
Koch, obtemos uma nova figura, a qual, devido &s semelhancas que apresenta, se designa por Curva de Floco de Neve ou Tlha de Koch,

A Curva de Koch [Veja o Selo: Curva de Von Koch, 3071 (8/5])] ¢ construida a partir da divisio de um segmento de recta — o Iniciador — em trés
segmentos iguais, substiluindo-se o terpo central por um tridngulo equildtero sem base. Esta figura composta agara por qualro segmentos designa-se por
Gerador e vai ser rentilizada nos passos seguintes.

Repita o processo para cada um dos quatre segmentos existentes, dividindo cada um deles em trés partes iguais, ete. O resultade obtido € uma curva
continua, de comprimento infinito, Aute-similar e indiferenciavel em qualquer ponto.

A Curva de Kock é uma curva constituida por cantos em toda 4 sua extens3o, isto &, ndo & possivel tragar uma tangente em qualquer dos seus pontos,

Porque a Curva de Koch & formada por quatro Curvas de Koch, com o tamanho de um tergo da inicial, 2 sua Dimensdo Fractal & igual a
log4/log3=1,262.

10 - O CONJUNTO DE CANTOR

O Conjunto de Cantor foi apresentado pelo matemético alemio Georg Cantor {1845-1918), o qual se tormon célebre pelo trabalbo deseavolvido no
campo hoje designade por Teoria de Conjuntos.

O Conjunto de Cartor basico [Veja o Selo: Conjunto de Cantor, S071 (6/6)] & um conjunte infinito dz pontos no intervalo unitirio [0,1] que se oblém
pela remogio sucessiva dos tergos centeals dos segmentos de linha sucessivamente obtides,

O Conjunto de Cantor niio & contivel e ¢ Auto-Similar, Porque ¢ igual a duss eopizs de si proprio, se cada copia for magnificada por um factor de 3,
4 sua Dimensao Fractal & igoal a log2log3=0,631.

11 - 0S8 CONJUNTOS DE JULIA E DE MANDELBROT

Gaston Julta (1893-1978) foi wn matemdtico francés que se tomou famaoso em 1918 com a publicagio da sua obea-prirma “Mémoire sur I'iteration
des fonctions rattonnelles”. Julia € considerado um dos fundadores da moderna Teoria dos Sistemas Dindmicos.

O seu trabalbo feow esquecido até que, na década de rol novecentos e setenta, Mandelbrot o trowxe novaments i luz.

Benoit Mandelbrot, matemdtico franco-americano de origem polaca, (1924 - ) é tido como o criador da Geometria Fractal e é prandemente responsdvel
pelo intéresse que esta drea hoje atrai. Também mostrou como os Fractais pedem ocorrer quer na Matemética quer na Natureza.

Mandelbrot, que j4 na altura trabalhava na IBM, foi capaz de demonstrar, com a ajuda de grificos gerados em computader, que a obra de Julia era
fonte de alguns dos mais belos Fractais,

O Conjunte de Mandelbrot [Veja o Bloco: Conjunte de Mandelbrot, B064 (1/1)] € um Fractal definide como um conjunte de pontos C, no plano
complexo, para o qual a seguinte sequéncia interactiva: Ziml!, Za:=Z+C, nido tende para o infinito.

0 Conjunto de Mandelbrot foi definido pela primeira vez em 1905, ]JurP]cnc Fatou, o gual provou que quando um pento se move para uma disténcia
superior a 2, @ partir da origem, & sua drbita - & sequéncia dos valores da rteragdo ~ tende a escapar-se para o infinito.,

0 Conjunto de Julia [Veja o Bloco: Conjunte de Julia, BOG4 (1/1)] € um Fractal definido como wm conjunto de pontos Z5=£, no plano complexo,
para o qual & segninte sequéncia iterativa: Zy=Z; Zey=Z'+C, nbo tende para o infinito. Dependendo da escolha de Ze=Z e dz C, & possivel obter uma variada
gama de padries de drbitas.

O Conjunto de Julia estd intimamente ligado ao Conjunte de Maudelbmi O Conjunto de Mandelbrot ¢ o index dos Conjuntos de Julia, Para cada
ponte do plano complexo um correspondente Conjunto de Julia pode ser obtido. Quando um ponto se situa no Conjunto de Mandelbrot, o Conjunto de
Julia & ligadn, caso contririo, o Conjunto de Julia & o Conjunto PO de Cantor de pontos desligados.
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